MOTO VARIO DELLE CORRENTI IN PRESSIONE (*)

13.1 - LE EQ.NTI DEL MOTO VARIO DI UNA CORRENTE

L'eq.ne del moto vario di una corrente quasi-cilindrica di fluido
ideale a comportamento barotropico pud essere dedotta mediante generalizzazio
ne dell'eq.ne (gia ricavata) del moto di un fluido ideale a comportamento ba-—
rotropico, riferita ad una linea di corrente (V. eq.ne 6.12, cap. 6). Risulta,
essendo U = U(s,t) la velocitd media della corrente,

2
(13.1) :C).I;. P %_[_I o i +/[213 +N§;

in cui i coefficienti Ob (coeff. riduttore dell'En.Cin.) e B (coeff. ridutto
re della Q.d.M.) sono introdotti per tener conto della distribuzione non uni-—
forme della velocita nelle sezioni trasversali della corrente.

L'eq.ne del moto vario di una corrente quasi cilindrica di fluido
reale (viscoso) a comportamento barotropico pud essere ottenuta dalla eq.ne
(13.1) aggiungendo a secondo membro il termine -j, essendo j = j(s,t) la perdi
ta di energia meccanica per unitd di peso di fluido e per unitd di percorso ,
ciog

(13.2) S _% Lo

In generale, si esprime la perdita j del moto vario con la stessa relazione che
fornisce la perdita i del moto uniforme (V. eq.ne 12.10, cap. 12), precisata
con i valori locali (alle ascisse s) e attuali (ai tempi t) della velocitd me-—
dia U e scritta nella forma
L ulul
13.3 j = =~ ———
( ) i=% %
per tener conto dell'eventuale cambiamento di segno della U (il termine ~j deve
avere sempre segno contrario a quello di U). (¥%)
L'eq.ne di continuitd di una corrente & data dall'eq.ne (V. eq .ne
5.14), cap. 5)

2(0Q) . 9(efl)
(13.4) et 5 © 0
(*) - Stesura del prof.ing. Giulio Scarsi

(**%) - Sostanzialmente alla stessa eq.ne (13.2) particolarizzata con la (13.3)
si giunge applicando alla corrente quasi cilindrica il teorema della quan
titd di moto.
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e pud essere associata, ovviamente, sia all'eq.ne (13.1) sia all'eq.ne (13.2).

13.2 — Le eq.ni introdotte sono qui utilizzate per studiare transitori di moto

vario. Per fissare le idee, consideriamo un impianto idroeletirico ad alta ca—
duta (¥), costituito da: un serbatoio di notevole capacita (in generale un la—
go), una galleria in pressione, un pozzo piezometrico, una condotta forzata che

hAa termine con un otturatore (distributore), una turbina idraulica ad azione (tur-

bina Pelton, V. par. 5.9, cap. 5) ed esaminiamo i fenomeni che si verificano
nell'impianto per una variazione di portata ottenuta agendo sull'otturatore; in
particolare, si fa riferimento ad una chiusura totale a partire da una condizio

ne di regime permanente (fig. 13.1).
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ter ritenere che durante
tale fenomeno il livello nel pozzo piezometrico rimanga praticamente costante.

b) Il sistema galleria in pressione — pozzo piezometrico diventa sede di una se

rie di oscillazioni di massa, di periodo estremamente maggiore di quello delle

oscillazioni elastiche. In generale, le oscillazioni di massa iniziano con ri-
tardo rispetto al completamento della manovra di chiusura e possono essere con-—
siderate indipendenti dalle oscillazioni elastiche e successive a queste. Il fe
nomeno in esame & schematizzabile come segue: esaurito il transitorio di colpo
d'ariete, il livello nel pozzo piezometrico

- si alza in quanto la velocitd nella galleria & ancora diretta nel senso del
moto permanente;

- raggiunge una quota massima in corrispondenza della quale la velocitd nella
galleria si annullaj

— inverte il movimento e si abbassa, mentre la velocitd nella galleria presen
ta senso contrario a quello del moto permanente;

e cosl via, Si ha, di conseguenza, una serie continua di oscillazioni di livel

(¥) = La descrizione dei fenomeni e gli schemi analitici di seguito introdotti
possono essere completati ed adattati per interpretare transitori di mo-
to vario di altri impianti idraulici,
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lo nel pozzo piezometrico e di oscillazioni di veloeitd nella galleria in
pressione che danno luogo alle oscillazioni di massa nel sistema predetto.

A) OSCILLAZIONI DI MASSA

13.3 = Per lo studio delle oscillazioni di massa si pud prescindere, per quan
to precedentemente detto, dalla condotta forzata e considerare l'otturatore a
gente direttamente nella sezione B (fig. 13.2). Inoltre, poiché nel fenomeno

in esame non intervengono in modo apprezzabile la comprimibilitd del fluido e
1'elasticitd della '
galleria in pressio-—
ne, si pud ritenere

(13.5) 9 = cost

f%t== 0 ,51
Contando il tempo t g/ _ﬁ. :
a partire dall'inizio R - A 3 == s
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Fig. 13.2
per t < O regime permanente
per t > O transitorio di moto vario

13.4 - Nel transitorio di moto vario 1l'eq.ne di continuitd (13.4) riferita al
la galleria in pressione si riduce, per le condizioni (13.5) alla eq.ne diffe

renziale Z}f
{
-0 200 v
Q’s kQQ =D B 2 3 TP
che integrata fornisce (%) é){> i s

Q = Q(t)

Di conseguenza, la velocitd media U = Q/IZ = U(t) dipende dal tempo ma non dal
la coordinata s (moto in blocco, 0U/Dt = dU/dt).

L'eg.ne (13.2), particolarizzata con la eq.ne (13.3) e integrata tra le sezio-
ni E e D fornisce

1dv, A Uy

13.6 ~h =
{849 R S i v D 2g

(¥*) = Nel regime permanente risulta Q = dQ/dt = 0 e quindi Q = cost .
9
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avendo assunto nella sezione D, anche durante il tramsitorio, il carico effet-
tivo H_ pari al carico piezometrico h2 .

Tenuto conto che

(1'asse z & verticale, positivo verso l'alto con ltorigine al livello del pelo
libero nel serbatoio) e

2
A dz i dUu A dz

(13.7) UQdt = Adz U-m 5% ¢ 10 @

(nel tempo dt entra nel pozzo piezometrico il volume U £2dt di liquido che pro
voca un innalzamento dz del livello), l'eq.ne (13.8) diventa

dzz l/ A dz

. dz
(13.8) 3t 2 * 35D T dt

._+£&Z. =0
dt

AL

L'eq.ne (13.8) non & lineare e si integra solo numericamente per differenze fi
nite. Le condizioni iniziali da associare a tale eq.ne risultano

dz <

L] —— IT —— U
(13.9) o dt A o
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essendo le grandezze z e U relative al regime permanente (z rappresenta la
perdita di energia mecganicg per unita di peso tra le sezioni E e D). L'eq.ne
(13.8) interpreta le oscillazioni di livello nel pozzo piezometrico mentre le
oscillazioni di velocitd nella galleria in pressione si ottengono dalla secon-
da delle eq.ni (13.7). Per la presenza delle dissipazioni le oscillazioni risul
tano smorzate e il transitoric di moto vario si esaurisce dopo un intervallo di
tempo pari a ~ (2+3) T , avendo indicato con T i1 periodo delle oscillazioni
del sistema galleria in pressione—pozzo piezometrico in assenza di perdite (v.
eq.ne 13.14).

13.5 — Se si trascurano le dissipazioni nella galleria in pressione ( A e O),
l'eq.ne (13.8) e le condizioni iniziali (13.9) si riducono a

2
d"z 2
(13.10) 'Eﬁ?a + Wz =0
dz 0
3.11 -0 =03 —— =
(13.11) per t =0 z=03 <= = U,

2
in cui W =g SZ/AL . L'integrale generale dell'eq.ne (13.10) risulta

z:C1 sinWt + C_ cosWWt

2
che, tenuto conto delle condizioni iniziali, si particolarizza nella eq.ne
L
(13.12) z = z¥sin (O t con z* = \[ = ¢ U
g A &

alla quale si associa la seconda delle eq.ni (13.7), che diventa

(13.13) U=U_ cos W t
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Le oscillazioni del livello nel pozzo piezometrico e le oscillazioni di velo-

cita nella galleria in pressione sono non smorzate con periodo T¥:

27 AL
(13.14) T* = = 2 v /2 2

che dipende dalle caratteristiche geometriche del sistema galleria in pressio-

ne-pozzo piezometrico.

B) OSCILLAZIONI ELASTICHE — COLPO D'ARIETE

13.6 — Prima di iniziare lo studio del colpo d'ariete, ricaviamo 1'espressione
della CELERITA' c¢ (velocita di propagazione) di una perturbazione rappresenta-—
ta analiticamente da una funzione F(s,t) dello spazio e del tempo. La funzione
F(s,t) si propaga se per ogni coppia di valori (s,t) risulta

(13.15) F(s + ds, t + dt) = F(s,t)

essendo ds e dt correlati tra loro attraverso la celeritd ¢, cioé
ds/dt = ¢

L'eq.ne (13.15) & equivalente, in termini differenziali, alla eq.ne
dF = F(s + ds, t + dt) — F(s,t) =0

che conduce alla eq.ne

dF a
““=F 4+—F =F +c¢cF -0
dt . dt ,s st s S

dalla quale si ottiene la seguente espressione per c

(13.16) c = - F’t/F,S
Dividendo 1'eq.ne (13.16) per la velocitd media di trasporto U del moto entro
la condotta forzata risulta che termini del tipo | UF { stanno a termini del
tipo l F l nel rapporto |U/ck . Poiché nel transitorio del colpo d'ariete la
velocitd’media di trasporto U ha valori trascurabili rispetto alla celeritd c
delle perturbazioni (U/c < ~ 0,01) si ha

(13.17) 1U F \ trascurabile rispetto a !F {
'8 s

13.7 - LE BQ.NI DIFFERENZTALT DEL COLPO D'ARIETE. Ripremdiamo in esame lo sche
ma di fig. 13.1 considerando il sistema pozzo piezometrico-condotta forzata-ot
turatore. Esaminiamo il transitorio di moto vario che si ha nella condotta for
zata in conseguenza di una variazione di portata ottenuta agendo sull'otturato—
re; la manovra sull'otturatore pud essere sia di chiusura sia di apertura e si
completa in un intervallo di tempo T che, in generale, non & trascurabile se

confrontato con l'intervallo di tempo del transitorio.
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Lo studio viene qui effettuato ritenendo:

1. il fluwido ideale in quanto, se si eccettua il caso - del resto raro — di
condotte forzate molto lunghe, le resistenze non hanno modo di influenzare
sensibilmente il processo di moto e possono percid essere trascurate;

2. il fluido elastico con comportamento barotropicos

3. trascurabile l'altezza generatrice della velocitd media rispetto al carico
piezometrico in quanto tale altezza & dell'ordine di 142 m mentre il cari—
co piezometrico &, in generale, dell'ordine delle decine e centinaia di m;

4. la condotta forzata elastica,di diametro e spessore costantij

5. il livello nel pozzo piezometrico costante (V. par. 13.2).

Per le condizioni poste, 1l'eq.ne del moto si ottiene dalla eq.ne (13.1) e ri-
sulta, posto JB =1,

e N e (O
. (g0 2o )

13.18 h
( ) 9 S g ,t

mentre l'eq.ne di continuita (13.4) pud essere scritta nellg/forma (essendo

Q=UL) / , B
(o UQ),S + (oL ),t _ OU@_Q,)’SJr i\&&‘();s +(§\Q_>k‘

che fornisce, temuto conto della condizione (13.17), \2

o’ ~ 'J') = —
(13.19) QLU+ gL2 . Q9>t -0 SV Y /~,(;"F—Q‘§?g_ -
2 2

Introducendo l'asse x con origine nella sezione di sbocco A della condotta for
zata e orientato in senso contrario a quello del moto permanente, ciod x = L ~ s

(fig. 13.3) (*), le eq.ni (13.18), (13.19) diventano

(13.20)

gQ’t+Q9>t - Q.QU’X
Le due eq.ni (13,20) presenta
no quattro funzioni incognite:
h, U, 9, £2 . Utilizzando al-
tre due eq.ni, la prima che
considera 1l'elasticita del flui
do e la seconda che tiene con-=
to della elasticitd della con-
dotta, & possibile far compari-
re nelle eq. (13.20) le due so-

e T EEE R P

=

h, S

B ey \\___::-\\ H‘“m._ o L

Fig. 13.3

(*) - Nella figura

il piano orizzontale di riferimento per i carichi piezome-—

trici & stato scelto passante per il baricentro della sezione di sbocco.

Tale scelta, qui non necessaria, diventa essenziale nel seguito (v. eq .ni

13.30, 13.31).
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le funzioni incognite h = h(x,t), U =1U (x,t). Risulta

B T
LT Bos B AY o Y
e g )

, D . . ,
(13.22) -Qat - Y h’t : A Al

@
<

T

a

L'eq.ne (13.21) si ottiene osservando che

9:{,= (dig %—% (fluido a comp. barotropico)
d 9 v
EE- =3 (e = modulo di compr.4V. eq.ne 1.3, cap. 1)
?h O , [dp 4 fdp ap 1 9p . .. Op Jh
AR EARE I B T Al A B

L'eq.ne (13.22) si deduce a partire dalla relazione di Mariotte

@ = pD/2s | é “ h

LR Lt
che correla la tensione & , ritenuta distribuita uniformemente entro lo spes
sore s della condotta, con la pressicne p e le caratterlstlche ‘geometriche s e

D della condotta stessa, Un incremento Sp di pressione provoca l'incremento
8 = D & p/2s della tensione con una deformazione lineare unitaria (E = modu-

lo di elasticitd della condotta) Se dg D Sb é &Q
S S b 2o 23 VL Ter
E 2 sE '

alla quale corrisponde una variazione relativa di sezione ( K2 ~17)

ég 61 D5P R /a/ .

e —— = e————

(@} 1 sk
che conduce alla eqg.ne

IR _ QD 2p

Dt SsE  QJt

e quindi alla eq.ne (13.22).
Con le eq.ni (13.21), (13.22) il sistema (13.20) si trasforma nel seguente

(13.23)
S, 80y

(9 Plc o

o
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L=
2 h g —
(13.24) a = ___@_: S /6
1 + eD/sE L, ’ 5T

-

segue il SISTEMA SEMPLIFICATO DELLE EQ.NI DIFFERENZIALTI DEL COLPO D'ARIETE

h o=ty P = 'é U
X g »t <
2
(13.25) 52 \ oy
h =-— U f")]t T e A
st g s X %

Ad esso vanno associate le CONDIZIONI INIZIALI e le CONDIZIONI AL CONTORNO,

Le condizioni iniziali risultano

(13.26) per t =0 : h=h 3 U=1U

valutando il tempo t a partire dall'istante di inizio della manovra di varia-
zione della portata e indicando con h0 e Uo i valori di h e U nel regime per-—
manente.

Le condizioni al contorno sono relative alla sezione di imbocco B
e alla sezione di sbocco A. Si ha

a) per la sezione B (x = L)

(13.27) h=h
o]

eq.ne che deriva dalla costanza del livello del liquido nel pozzo piezometrico
per la durata del transitorio di moto varios

A
b) per la sezione di sboccoh(x = 0) %iﬁﬂ“xﬂx

(13.28) U/U0=, TL\/;EO .il___\ .

. a - « . - \‘
in cui Tgf T\(t) & il grado di chiusuralo di apertura)dell'otturatore ed &
espresso dal rapporto

_ et
(13.29) M = wiw, = =

tra l'area della sezione di efflusso dell'otturatore al tempo t > O considerato
e l'area della sezione di efflusso nel regime permanente (t =% 0). Alla eq.ne
(13.28) si perviene schematizzando 1'otturatore come una luce in parete sottile
di diametro variabile e facendo il rapporto tra le eq.ni

3' = —
(13.30) Q UOQO m o, \/2€ b

0] (o}

(*¥) - Con a (senza_i) si intende il valore assoluto di tale grandezza.
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(13.31) Q=Ua, -= m 2gh

che esprimono la condizione di continuitd nella forma della costanza della
portata volumetrica tra la sezione A' della condotta e la sezione contratta A
del getto (fig, 13. 4), nel regime permanente e nel transitorio di moto vario

(in questo ultimo caso viene trascurata la variazione di densitd nel breve tron
co considerato). Inoltre, nella (13.31) si sono adottati per £2 em (coeffl
ciente di portata) i valori £2b e m relativi al regime permanente.

Le eq.ni (13.30), (13.31) richiedono che il piano orizzontale di riferimento

dei carichi piezometrici passi per il baricentro della sezione di efflusso, coin
cidente praticamente con il baricentro della sezione contratta del getto.

Fig. 13.4

13.8 - La grandezza dimensionale a definita, come indica 1'eq.ne (13.24), dal
le caratteristiche y & del fluido e dalle caratteristiche D, s, E della
condotta fornisce la celeritd di tutte le perturbazioni (e in particolare di
h e U) che si propagane durante il transitorio di moto vario, come si dimostre
ra in seguito, La & non risente praticamente delle variazioni delle caratte—
ristiche predette conseguenti alle rapide variazioni di pressione durante tale
transitorio. Risulta (¥)

— per condotte perfettamente rigide (E -~ ® ) percorse da acqua (**)

(13.32) a = \/e/5> > 1400 m.s
(*) = I valori riportati convalidano 1l'assunzione (13.17) del par. 13.6 es—

sendo la velocitd media di trasporto U dell'ordine, al pit, di qualche
m/s .

(**¥) - La situazione & equivalente a mezzo fluido indefinito,
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- per condotte elastiche di acciaio (con E/e = 100 , D/s ~100) percor-
se da acqua
(13.33) a = e/g T 1000 m/s

v 1 + eD;sE

13.9 - LE EQ.NI INTEGRALI BEL COLPO D'ARIETE. Per ricavare dal sistema (13.25)
gli integrali generali, si costruiscono a partire dal sistema predetto due eq.ni
differenziali, una in h l'altra in U, e si opera l'integrazione di tali eq.ni .
Qui si sviluppa in dettaglio il procedimento per ricavare la h = h(x,t); in mo-—
do analogo si procede per ottenere la U = U (x,t).
Si deriva la prima eq.ne del sistema (13,25) rispetto a x e la sgoonda eq.ne ri-
spetto a t. Dopo aver sommato lda prima alla seconda divisa per a”, segue

i (M= & | o7 A\
(13.33) B " 3 h =0 0 < ch,: = "t

ST e C.V.h

che & una eq.ne differenziale alle derivate parziali lineare del secondo ordi-

ne, omogenea di tipo iperbolico. Essa ammette due famiglie di curve caratteri-
stiche reali (¥) le cui eq.ni si ottengono dall'integrazione dell'eq.ne

2 2
dt” - _Zl' dx” = 0

a

n

. Y
e risultano,assunto a" costante, (¥*)

(13.34) at + cost

]
I

(13.35) x = —at + cost

Le eq.ni (13.34), (13.35) consentono di definire due nuove variabili

(13.36) %1 =t - x/a %2 =t + x/a

che rimangono costanti sulle curve caratteristiche e che introdotte nella eq.ne
(13.33) la trasformano nella eq.ne canonica

B'Zh/ a%{ag‘z: o

(¥*) - Tali curve non devono confondersi con le omonime che, nella teoria del-
le eq.ni differenziali ordinarie del 1° ordine,rappresentano le curve
integrali.

(¥*) - Lungo le curve caratteristiche, qui rappresentate da rette, il problema”
di Cauchy risulta indeterminato. Cioé note su una qualsiasi curva caratte
ristica nel piano orario (x,t) le funzioni h, ©h/d x, dh/3t , che indi
viduano una striscia nello spazio (h,x,t), esistono due o pidt superficie
integrali h = h(x,t) della eq.ne (13.22) che aderiscono a tale striscia.
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che & la forma normale dell'eq.ne di D'Alembert di cui si conosce 1'integra-
le generale. Risulta, tenendo conto della prima delle condizioni iniziali

(13.26),
(13.37) h (x,t) =h_+ F(G ) - £( %’2) = b+ F(t - x/a) = £(t + x/a)

in cui F((%l) e f(‘%z) sono funzioni arbitrarie che si propagano.

Operando analogamente per la U si ha, tenendo conto della seconda

delle condizioni iniziali (13.26),

) - .
(13.38) Ulx,®) - U_ - (g/a) [F (%1) + 2(%2)] - 1, (/) [F(t_x/a)+f(t+x/aﬂ

in cui compaiono le stesse funzioni arbitrarie dell'eq.ne (13.37) dato il
vincolo imposto dal sistema (13.25).
Le funzioni F( %1), £( %2) (e quindi le funzioni h,U) :

—~ si propagano rispettivamente con le celeritd cy = +a, cp = —a (*) 3 in-
fatti
I F 1 f f
b ,%1%,1: 4 %2%2 t

cp = — 2 = - :+a;cf:_'—7—=_ = -3
F F g f f £2%52
s X 5 %1 1,x . X ;52 4 X

— sono determinabili in base alle condizioni al contorno ;

- sono naturalmente nulle nelle condizioni di regime permanente (¥¥).

In particolare, la funzione F nasce nella sezione di sbocco A (x = 0) allo
istante t = O (inizio della manovra dell'otturatore) e si propaga verso la
sezione diimbocco B (x = L) con la celeritd + a ; in una sezione generica
distante x da A, le funzioni h e U mantengono i valori hy e U, fino al tem-—
po x/a;dopo tale tempo essi vengono modificati dall'intervento della F,
Questa giunge nella sezione B al tempo L/a e origina in tale sezione una
funzione f che si propaga con la celeritd -a verso la sezione A dove giun-—

ge al tempo A —
. \ M A—B
(13.39) ¥ = 21/a '
e T ——A
I1 tempo & & la DURATA DI FASE e rappresenta, per quanto predetto, il

tempo che impiega una perturbazione a percorrere in andata e ritorno la
condotta forzata.

13.10 — COLPO D'ARIETE DIRETTO & il transitorio di moto vario che si ha nel-
la condotta forzata durante la prima fase gf,
Nella sezione di sbocco A per tutta la durata del colpo d'ariete diretto la

funzione f si mantiene nulla per cui le eq.ni integrate del colpo d'ariete
(13.37),(13.38) si riducono a

(*) - A rigori, le F e £ si propagano con le velocita assolute cp = Uta, cp=
U-a; tuttavia essendo U del tutto trascurabile rispetto a + a, & giusti
ficato assumere cp = a, Cp = —a . :

(*%)— Poiché = cost. %2 = cost sulle curve caratteristiche, anche F( %1)
e f( %2) rimangono costanti sulle stesse curve. ’
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g?u AL \I,\p_,';". {—;Q;\,vwfé 05’%\, f(\-
%:o vu &

h(t) = h + F(t) .
e (X = O H i ."E‘.’Sly‘ )

U(t) = UO = § F(t)

che forniscono -

— \

) a ! i.'_)__,
(13.40) lh@ _.A.},l_o - W-v) \ (x=0; ¢ =597

T —

eq.ne valida (nei limiti predetti) per una manovra dell'otturatore sia di chiu
sura sia di apertura. La manovra dell'otturatore & BRUSCA se si completa in un
tempo  ©° minore della durata di fase 0 cioo

-l

st ).
(13.41) L= W (manovra brusca)
mentre ¢ LENTA se si completa in un tempo 7 maggiore della durata di fasei%
cioé

o~ Gy
(13.42) L= (manovra lenta)

13.11 - CHIUSURA TOTALE BRUSCA. FORMULA DI JOUKOWSKT. Nell'intervallo di tempo
0=t=4y (T=7") il valore del sovraccarico h-h nella sezione di sbocco A
¢ fornito dalla eq.ne (13.40) nella quale il valorg di U decresce con il tempo
t raggiungendo il valore zero per t = 7 . A partire da tale istante, il sovrac—

carico ¢ dato da

(13.43) h -h =20

S, JoVUkow s

€ mantiene questo valore massimo sino al tempo t = 9”.
L'eq.ne (13.43) & una forma dell'espressione di Joukowski

13.44 = -
( ) pmax o g * Uo

che fornisce la sovrappressione.

Come mostra 1'eq.ne (13.43) il tempo di chiusura brusca " non influenza il

valore del massimo sovraccarico. Dal valore di 7~ » tuttavia,. dipende:

— la durata ( W¥~Tf) del massimo sovraccarico nella sezione di sboceco (tale du
rata aumenta al diminuire di T );

- il tratto x = L - aZ' /2 di condotta interessato dal massimo sovraccarico(*)
(i1 valore di x aumenta al diminuire di T ; per I — 0, x —= i) .

S1 osserva, infine, che durante 1'oscillazione del carico piezometrico dopo la

prima fase, (V. par. successivo), la pressione nella sezione di sbocco (ed even—

tualmente per un tratto di condotta) pud scendere al disotto della pressione at

mosferica; c¢id si verifica se h -h >h .,
max o 0

(*) - La sezione della condotta individuata da x rappresenta la sezione S in
corrispondenza della quale arriva la situazione U = 0 nell'istante in cui

la f & ancora (al limite) eguale a zero. Risulta: +' - 7 + x/a = tempo
necessario affinché la situazione U = 0 arrivi alla sezione S ; t" = L/a+
+(L - X/é) = tempo in cui f = O nella sezione S 5 dall'eguaglianza t' = t"

si ricava il valore di x B
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13,12 —~ MANOVRE LENTE. EQ.NI CONCATENATE DI ALLIEVI, Riprendiamo in esame le
eg.ni integrali del colpo d'ariete (13.37), (13.38); la condizione al contor-—
no (13.27) consente di eliminare una delle due funzioni arbitrarie che compa—

iono in tali eq.ni. Infatti, dalla eq.ne (13.37), dovendo essere h = ho per

x =1L, si ha
£(t + L/a) = F(t = L/a) 5 f£(t + L/a) = F(t + L/a =%")
ossia, per l'arbitrarietd di t,
f(arg.) = Flarg., - 9‘)
e quindi

(13.45) £(t + x/a) = F(t + x/a = 9" )

Tenendo conto dell'eq.ne (13.45), le eq.ni (13.37), (13.38) scritte per la se—
zione di sbocco A si trasformano nelle

F(t) - F(t =)
—(g/a) [F(t) +F(v + 0 )]

(13.46) h(t) - h

(x = 0)

(13.47) u(t) - u_

Scelta una successione di tempi t, (i = 1,2,354...) tale che sia
i

0<H§%;t et +F g t=t +D 5 eeeees b=+

3 2 i i-1

e introdotta la condizione al contorno (13.28), dalle eq.ni (13.46), (13.47)
segue, dopo alcune elaborazioni,

2 2
3-4 —‘2=2N - . =
(13.48) 2. + 2, h ( Th_1zi—1 Yl‘zi) (x = 0)
essendo:
2
= h /h LS i i i 1 t
Zi i/ o ( 5 carico piezometrico al tempo i)
NA = a Uo/EghO = numero di Allievi

Le eq.ni (13.48) sono le EQ.NI CONCATENATE DI ALLTIEVI; esse consentono la de-—
terminazione nella sezione di sbocco dei valori del carico piezometrico in una

serie di istanti t distanziati tra di loro di una durata di fase e per mano-
vre dell'otturators — di chiusura o di apertura - gia BRUSCHE sia LENIE ,

Nel caso di manovra di chlusura totale, per tutti gli istanti successivi alla
72’ ) le eq.ni (13.48) forniscono

fine della manovra (
1)"

hi_l/ho + hi/ho -2=0

che dimostrano la simmetria dei valori h e h, rispetto ad hy. Cioé il cari

i
co piezometrico h oscilla attorno al valore h con periodo 2% e con ampiez—
ze non smorzate in quanto il sistema & chiuso e, nello schema adottato, non dis

sipativo.
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13.12 — CHIUSURA TOTALE ILENTA., FORMULA APPROSSIMATA DI MICHAUD-ALLIEVI, Per
una valutazione approssimata del massimo sovraccarico nella sezione di sbocco
A dovuto ad una chiusura totale lemta ( * > } si pud utilizzare la formula

di Michaud-Allievi

(13.49) h -h =2LU/gT (x = 0)
max o} (8]

Essa si basa sulle due ipotesi:

a) che il massimo sovraccarico si verifichi alla fine della prima fase e quin

di al limite del colpo d'ariete diretto (h = hl, condizione in generale ve
max

rificata);

b) che la velocitd U nella condotta in corrispondenza alla sezione di sbocco

vari linearmente con il tempo (condizione in generale non verificata) (*).

~ Per la ipotesi a) il massimo sovraccarico & dato dalla eq.ne (13.40) parti
colarizzata nella

)

(13.50) h ~h =h -h = a/g (UO - U,

— Per la ipotesi b) la differenza (U - Ul) si ottiene dalla (fig. 13.5)
o
. - - N/T
(13.51) (UO Ul) /UO /L

Dalle eq.ni (13.50) (13.51) segue l'eq.ne
(13.49). L'ipotesi b) & prudenziale (for-
mula approssimata per eccesso) in quanto,
ammessa una variazione lineare con il tem
po del grado di chiusura 7|, , per una va—
riazione lineare di U dovrebbe mantenersi

nella sezione di sbocco h = h mentre &

senz'altro h_> h, (quindi U effettivo &
maggiore del valore ipotizzato). Fig. 13.5

13.13 — METODO DELLE CARATTERISTICHE. Con :
riferimento al sistema semplificato (13.25) delle eq.ni differenziali del col
po d'ariete, eseguiamo il prodotto della prima eq.nc per 1'operatore A (da

precisare) e sommiamola con la seconda. Risulta

?h on A LU a0V
(12.92) ST GRtR Y

(¥) — In effetti & sufficiente che la U, pur non variando linearmente, assuma
per t = ¥ un valore pari a quello che avrebbe presentato variando 1i-
nearmente.,
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Affinché nella eq.ne (13.52) il primo membro e il termine entro parentesi a
secondo membro siano delle derivate totali deve essere contemporaneamente

A = dx/dt az/lﬁ = dx/dt

cioé

A - + a

T1 sistema (13.25) di eq.ni differenziali alle derivate parziali pud quindi
essere sostituito dalla seguente coppla di eq.ni differenziali ordinarie

(13.53) dx/dt

+a

(13.54) dh/dt = + (a/g) du/dt

che, integrate, forniscono le eq.ni

+ at + cost , opp. in forma adimens .: t/ET = + (1/2) X/L + cost

(13.55) «x

(13.56) h = + (a/g) U + cost

nelle quali i valori delle costanti si determinano in base alle condizioni i-
niziali.

Le eq.ni (13.55) sono le eq.ni delle due famiglie di curve caratteristiche
(rette nel caso considerato) gia introdotte (V. eqeni 13.34, 13.35), mentre le
eq.ni (13.56) forniscono il legame tra il carico piezometrico h e la velocita
media di trasporto U sulle stesse curve. Cio&: un osservatore che si muova sul
piano orario (x,t) lungo la caratteristica Ct (caratteristica x = + at + cost)
vede il legame tra h e U espresso da h = (a/g) U + cost; mentre un osservato-—
re che si muove lungo la caratteristica C~ (caratteristica x = — at + cost) ve
de il legame tra h e U espresso da h = —(a/g)U + cost. L'osservatore, tuttavia,
non conosce separatamente i valori di h e U a meno che non gli sia formita una
ulteriore relazione tra tali grandezze: cid si verifica ad esempio in corrispon
denza delle sezioni di imbocco e sbocco dove si hanno le eq.ni (13.27), (13.28).

13.14 — METODO NUMERICO (*). Consideriamo il piano orario (x/L, t/fr) nel quale
le caratteristiche sono rappresentate da rette con coefficiente angolare 4 1/2

(V. equne 13.55 e fig._13.6) e studiamo con riferimento a tale piano una mano-—

vra lenta ( T >R ). Sull'asse delle ascisse, cioé per t/%% = 0, sono assegna—

ti i valori iniziali (valori del regime permanente) h = h , U = U mentre sul-

le rette x/L =0e x/L = 1 sono date, rispettivamente, le condizioni al contor

no (13.28), (13.27).

Per ogni punto P, di coordinate generiche x/L, t/i% , passano due caratteristi

che che intersecanc in N e Q le rette x/L =0e X/L = 1, Su ciascuna di esse va
le una delle eq.ni (13.56), ossia

(*) - I par. 13.14 e 13.15 sono tratti dagli "Appunti di Idraulica" del prof.
ing. E.Marchi (anno 1968).
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+
: - =h - U
su ¢ hy - (a/g) U, = b~ (a/g) U
T, U =h U
suC hP + (a/g) p Q + (a/g) Q
Il sistema & risolubile in - [/91
h e U_ purché siano noti i h
valori di he Uin Ne Q .
Questi sSono a 10I‘O Volta dg ?“ Socaass R SR B BT
terminati dalla risoluzione
dei sistemi ’
LB 0 0 ;(,O‘J\},,
) 3 T L -2l
hN+(a/g)UN = hM+(a/g)UM ,~\q1 H“*mfj}f‘;f /w:
& T A e L2
(su MN) '_'f_l'f'_ _f:l/___/ E ~5. -’{‘.:::_,/.) n
& = St \9} .
v - ' /n noog L 3 SN - B
( UN/ o TL N/ o] :_)l‘go R e o)
- 3
i , L l\l
(su X/L = 0) > /_,/") ~ | )
< [E- ~J 4
N = ~~ — N
O 05— e
h —(a/g)U = h _(a/g)U ) T -
Q Q R R ) e,
! - - \.\
(su QR) < \\_ﬁ
o ~ | :_‘;1
e ez
hQ = h_ (su x/L = 1) 0 H 0,5 T 1 X/,
: Lt
. (l’).::ho ) U LJC,)
I valori h e U in N e Q ri-
chiedono la conoscenza di Fig. 13.6

quelli in M e R e cosl via,

sicché evidentemente i punti di partenza sono quelli He T su t/g% = 0 dove
h=h U=U .

I1 vagtaggio de1 procedimento numerico ¢ quello di essere applicabile anche
quando le eq.ni valide sulle caratteristiche siano piu complesse delle eq.ni
(13.54) e non pill integrabili per la presenza, ad esempio, dei termini dovu-
ti alle resistenze. In questo caso si procede per differenze finite sceglien
do intervalli At = AA:x/a sufficientemente piccoli da poter trascurare ,
nei termini predetti, la variabilitd di U (od eventualmente di altre grandez
ze) .

13.15 — METODO GRAFICO. Pud sostituire convenientemente il metodo numerico
se sono trascurabili le resistenze e se & sufficiente la valutazione dei ca-

richi nella sola sezione di sbocco A (come per la soluzione Allievi). Il me—
todo, dovuto sostanzialmente a Bergeron, presenta la soluzione nel piano del
le fasi h, U . In esso & consuetudine utilizzare lettere, come A e B, per in
dicare le corrispondenti posizioni spaziali, con numeri al piede di ogni let
tera per indicare il tempo misurato in fasi (es.: A la situazione nella
sez. A all'istante t = 1,5 %"). 1,5

Nel piano h, U le eq.ni (13.56) sono rappresentate da rette. Precisamente, le
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rette h = (a/g) U + cost indicano le coppie di valori h ed U visti da un os
servatore che, per la (13.55), si muove con la celerita +a (0ssia si muove

con i valori F = cost , V. nota (¥*) pag. 13.11); le rette h = —(a/g) U +cost
rappresentano h ed U visti muovendosi con la celeritd —a (ossia con i valori

f = cost). Sullo stesso piano le condizioni al contorno sono rappresentate dal
la retta h = h per la sez. B e da parabole, nella sez. A, U/U = YLVFE7H
per ogni valorg T, = cost (ossia t = cost). © °
Supposto, a titolo di esempio, di eseguire una manovra di chiusura come quel-
la rappresentata nella fig. 13.7, tracciamo le parabole ?1 = W@ (passante per

=g l =
. f hy '
. A a
N " b
)
et 1
\\l(,?‘
Ix\x&“ﬁqa -y
I\“\ 119_ 0 rolgy
— e et L Oy b ol
(¢] BE Q4F e D

il punto Ao rappresentante le condiz. iniziali) YL= qj’ n’=V]z ed infine fl:
= g}= «ve+.30 (coincidente con U = 0). La situazione nella sez. B all'istante
o, 7" & ancora quella iniziale, ossia B = A , Un osservatore che all'istan
te t/%‘ = 0,5 parte da B e procede con ceieritéo—a vede valori h ed U posti sul
la retta f = cost (di pendenza —a/g) passante per B = A . Egli giunge in A
all'istante t/ﬁr = 1 e deve vedere valori h ed U pogfl con%emporaneamente sulla
retta predetta e sulla parabola V]J::W4 che rappresenta la condiz. in A all'i-
stante considerato. Resta determinato il punto A .

Partendo ora all'istante t/v° = 1 da A e muovendo con celeritd +a, 1'osservato—
re giunge in B all'istante t/%” = 1,5 . I valori h ed U di B devono stare
contemporaneamente sulla retta F = cost passante per Al e sulla retta h = h0
(condiz. sez. B). Si procede quindi in maniera analoga, fino alla chiusura, do-
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po la guale le parabole si riducono tutte all'asse U = 0, Il rombo B2 5 - Aa
- B3 5 = Aj rappresenta con la diagonale orizzontale 1'oscillazione ai velo—
cita nella sez. B e con la diagonale verticale l'oscillazione di carico nel-
la sez. A .

Naturalmente la successione dei tempi pud essere diversa dagli istanti di rit
mo intero (V. fig. 13.7 parte tratteggiata), ma, scelto arbitrariamente 1'i-
stante di partenza, i tempi successivi, per i quali wvamno tracciate le parabo
le q (t ) = cost, devono essere necessariaménte distanziati fra loro e
dal prlmo d1 una fase (tempo di andata e ritorno dell" osservatore) .

Per altri esempi si rimanda alla Appendice 7 nella quale, inoltre, sono ripor
tate espressioni di TL per manovre lineari.



